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美的曲線は，曲率変化の単調な美しい曲線であるが，積分形式で表されるため従来の CADシステムとの互換性を

持たず，特別な形式で表現しなければならない．本報告では，一つの美的曲線セグメントを，曲率の単調性を保証

した一つの有理 3次 Bézier 曲線に近似する手法を提案する．曲率の単調性を保証するために，有理 3次 Bézier曲

線の曲率の単調性を確認する手法についても述べる．また，提案手法を実装し，種々の美的曲線セグメントに適用

したところ，方向角の変化が 90 度以内の場合に，一つの美的曲線セグメントを曲率の単調性を保ちながら一つの

有理 3次 Bézier曲線セグメントに近似できることを確認した．
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An aesthetic curve is a curve of monotone curvature represented by the quadrature form. An aeshtetic

curve in its quadrature form is not compatible with current CAD systems. In this paper, we present a

method that approximates one aesthetic curve segment by one rational cubic Bézier curve segment. We

also present a method for checking the monotonicity of a rational cubic Bézier curve segment. We have

implemented our algorithm and verified that one aesthetic curve segment can be approximated by one

rational cubic Bézier curve segment when the change of tangential angle is less than 90 deg.

1 はじめに

美的曲線は，原田ら [5, 6]によって独自に調査され

た性質（曲率対数分布図の直線性）に基づく新たな曲

線である．原田は，自然物や人工物における様々な

美しい曲線の多くはその曲率対数分布図が直線で近

似できるという性質を見出した．三浦 [7]は，美的曲

線の一般式を示した．吉田と斎藤は，三浦によって

示された一般式に基づき，曲線の全体像を解明すると

ともに，対話的に制御する手法を考案した [12, 13]．

既存の CADシステムは多項式・有理式曲線・曲面

を用いているため，積分形式で表される美的曲線を

取り込んでも，多くの機能がそのまま利用できない

という問題がある．そこで，本研究では，美的曲線を

曲率の単調性を保証した 3次有理 Bézier曲線で表現

する手法を提案する．曲率の単調性を保証するため

に，3次有理 Bézier曲線の曲率の単調性を確認する

手法も示す．提案手法により，方向角の変化が 90度

以内の１本の美的曲線を，曲率対数分布図の直線を

ほぼ保ったまま，１本の 3次有理 Bézier曲線で近似

することが可能となった。

2 関連研究

美的曲線に特殊な場合として含まれる対数螺旋お

よびクロソイド曲線をスプライン近似する研究がす

でに行われている．Baumgarten と Farin の対数螺

旋を３次の有理 Bezier で近似する研究 [1] は，優れ

た近似を行うものであるが，対数螺旋の特殊な性質

を用いているためそのまま美的曲線に一般化させる



ことはできない．Wangらは，積分式をテイラー展開

して近似することによって，クロソイド曲線をスプ

ライン近似する手法を示している [14]．美的曲線の

近似は，三浦らによって 3次の（多項式の）B-spline

による近似が行われている [8]．美的曲線は円弧を含

むことから，特に曲線セグメントが近い場合に有理

式で近似したほうが誤差が少なく（従って，少ないセ

グメント数）近似できることが期待される．また，上

記いずれの手法も近似対象の曲線は曲率単調である

が，近似された曲率単調性は保証されていない．本

研究では，美的曲線セグメントを有理３次 Bézier曲

線セグメントで近似するともに，近似された曲線が

曲率単調であることを確認する手法を示す．

Bézierの曲率単調性の条件は，特定の次数の多項式

または有理曲線に関して求められてきた．Sapidisと

Freyは，2次の多項式 Bézierに関する必要十分条件

を示している [10]．Freyと Fieldは 2次有理 Bézier

に関する曲率単調性の条件 [4] を示した．Dietz と

Piperは，数値計算によって３次の Bezier曲線が螺

旋になるように（従って，曲率単調になるように）

コントロールする手法を提案した [2]．彼らの手法で

は，与えられた位置と接線方向を補間するために事

前に作成された表を利用している．Wangらは，3次

および n次の多項式 Bézierに関する曲率単調性の十

分条件を述べている [15]．有理式は，多項式の式と

比べて，導関数が非常に複雑になる．曲率の単調性

を調べるためには 3 階導関数が必要であり，非常に

複雑な形式になる．我々の曲率単調性の確認の手法

はWangらの手法に基づくが，式が爆発的になるの

を防ぐために工夫をしている点，およびWangらは

曲率単調性の必要条件のみを利用しているが，より

厳密に曲率の単調性を調べる手法を示している点で

異なっている．

3 美的曲線

標準形における方向角 θの美的曲線上の点 PAE(θ)
は次式によって与えられる [12, 13]．

PAE(θ) =

(

R θ

0
e(1+i)Λψdψ if α = 1

R θ

0
((α − 1)Λψ + 1)

1
α−1 eiψdψ otherwise

(1)

ここに，i は虚数単位，α は曲率対数分布図におけ

る直線の傾き，Λは α 6= 1の場合には標準形の基準

(b) overaall shape(a) an aesthetic curve segment

図 1 α = −1の美的曲線セグメントとその全体像

点の位置を決める変数であり，α = 1 の場合には曲

線形状を決定するパラメータである．美的曲線セグ

メントは，α と３個の制御点位置が指定されたとき

に，制御点位置から Λを決定し，標準形の美的曲線

にアフィン変換を施すことにより描かれる．図 1 に

α = −1 の美的曲線セグメントと曲線の全体像を示

す．美的曲線は，α = −1のときにクロソイド曲線，

α = 1 のときに対数螺旋，α = 2 のときに円のイン

ボリュート曲線になり，これらの曲線の一般化とし

て捉えることもできる．

4 有理 3次 Bézierの曲率単調性

本節では，有理 3次 Bézier曲線が曲率単調である

か否かを確認するための手法を示す．有理式の場合，

非常に式が複雑になり，その式全てを示すことはで

きないので，概要のみを述べる．

有理 3次 Bézier曲線を，

x(t) =
p(t)
w(t)

=
∑3

i=0 B3
i (t)Pi∑3

i=0 B3
i (t)wi

t ∈ [0, 1] (2)

によって表す．B3
i (t) は Bernstein 多項式であり，

Pi = wibi, bi(∈ E2) は制御点ベクトル，wi(∈ R+)

はウェイトである．

∆rPj = ∆r−1Pj+1 − ∆r−1Pj , (3)

∆rwj = ∆r−1wj+1 − ∆r−1wj , (4)

によって定義される iterated forward difference op-

erator ∆r [3] を用いると，p(t) and w(t)は，

p(t) = ∆0P0 +3∆1P0t+3∆2P0t
2 +∆3P0t

3, (5)

w(t) = ∆0w0 +3∆1w0t+3∆2w0t
2 +∆3w0t

3. (6)

となる．後に述べるように，式を t のべき乗によっ

て整理する必要があるため，本研究では，p(t), w(t)

を Bernstein基底ではなく，べき乗によって表す．



κの sによる微分は，

dκ

ds
=

det(ẋ,x(3)) ẋ · ẋ − 3 det(ẋ, ẍ) ẋ · ẍ
|ẋ|6

(7)

によって表される [3, 9]．ここに，ẋ, ẍ,x(3) は，そ

れぞれ，xの tによる１階，２階，３階微分である．

t ∈ [0, 1]において dκ
ds ≥ 0または dκ

ds ≤ 0であるなら

ば，曲線は（厳密ではなく）曲率単調である．この曲

率単調の定義は，t ∈ [0, 1] において dκ
ds = 0 で一定

の場合も含むので，曲率一定の円も含めていること

に注意されたい．
制御点位置がすべて異なると仮定することによ
り，実際には式 (7) の右辺の分子のみを調べれば
よい．det(ẋ(t),x(3)(t)), ẋ(t) · ẋ(t), det(ẋ(t), ẍ(t)),
ẋ(t) · ẍ(t)を計算し整理すると，次式を得る．

det ( ẋ(t),x(3)(t))

=
“

(w(t)w3(t) − 3ẇ(t)ẅ(t))det(p(t), ṗ(t))

+3ẇ(t)2det(p(t), p̈(t)) − w(t)ẇ(t)det(p(t),p(3)(t))

−3w(t)ẇ(t)det(ṗ(t), p̈(t))

+w(t)2det(ṗ(t),p(3)(t))
”

/w(t)4. (8)

ẋ ( t) · ẋ(t) =
“

w(t)2ṗ(t) · ṗ(t)

−2w(t)ẇ(t)p(t) · ṗ(t) + ẇ(t)2p(t) · p(t)
”

/w(t)4 (9)

det ( ẋ(t), ẍ(t)) =
“

ẅ(t)det(p(t), ṗ(t)) +

w(t)det(ṗ(t), p̈(t)) − ẇ(t)det(p(t), p̈(t))
”

/w(t)(3)(10)

ẋ ( t) · ẍ(t) =
“

(w(t)ẇ(t)ẅ(t) − 2ẇ(t)3)p(t) · p(t)

+(4w(t)ẇ(t)2 − w(t)2ẅ(t))p(t) · ṗ(t)

−w(t)2ẇ(t)p(t) · p̈(t) − 2ẇ(t)w(t)2 ˙p(t) · ṗ(t)

+w(t)3ṗ(t) · p̈(t)
”

/w(t)5 (11)

式 (8),(9),(10),(11) の右辺の分母と分子をそれぞ

れ，kn1, kd1, kn2, kd2, kn3, kd3, kn4, kd4 と置くと，式

(7)の分子は

K(t) =
kn1

kd1

kn2

kd2
− 3

kn3

kd3

kn4

kd4
(12)

となる．kd1kd2 = kd3kd4 = w(t)8 であるので，曲率

単調性を調べるためめには K(t)の分子

Kn(t) = kn1kn2 − 3kn3kn4 (13)

を調べればよい．

kn1, kn2, kn3, kn4 を t のべき乗に関して整理する

と，

kn1 =
5∑

i=0

αit
i kn2 =

8∑
i=0

βit
i

kn3 =
3∑

i=0

γit
i kn4 =

10∑
i=0

ηit
i (14)

を得る．ここに，αi, βi, γi, ηi は ti の項の係数であ

る．ここで，高次の項の係数は打消しが生じ，予想さ

れるよりも次数が低くなっていることに注意された

い．Kn(t)は 13次になることが予想されるが，13次

の項において打消しが生じ係数が 0 になるため，実

際には 12次式となる．

Kn(t) が t ∈ [0, 1] の範囲で，Kn(t) ≥ 0 または

Kn(t) ≤ 0であるならば，対象とする曲線は曲率単調

である．曲率の単調性の確認は，Kn(t)を Bernstein

多項式 B12
i (t)によって

Kn(t) =
12∑

i=0

B12
i (t)bi (15)

の形式に書き直すことによって行う．もし全ての bi

が 0以下または 0以上であるならば，Bézier曲線の

凸閉包性より，対象とする曲線が曲率単調であるこ

とが分かる．この条件を，曲率単調性の十分条件と

呼ぶ．b0b12 < 0であれば，必ず Kn(t) = 0となる t

が存在するので，即座に曲率単調でないと判断する

ことができる．この条件を，曲率単調でない条件と

呼ぶ．

曲率単調でない条件および曲率単調性の十分条件

のどちらも満たさない場合，de Castejlau[3] アルゴ

リズムによって曲線を分割し，分割されたいずれか

のセグメントが曲率単調でない条件を満たす場合に

は，対象とする曲線セグメントは曲率単調でないと

決定できる．分割されたどちらのセグメントも，曲

率単調の十分条件を満たす場合には，対象とする曲

線は，曲率単調であると決定される．どちらの条件

も満たさない場合には，繰り返し de Castejlauアル

ゴリズムによって分割を行い，同様の処理を繰り返

す．分割されたすべてのセグメントが曲率単調性の

十分条件を満たせば対象とする曲線は曲率単調であ

り，一つでも曲率単調でないセグメントが存在すれ

ば対象とする曲線は曲率単調ではない．
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図 2 有理 Bézier曲線の曲率単調性の確認

5 美的曲線の有理 3次 Bézier近似

平面上の有理 3次 Bézier曲線セグメントは，4個

の制御点を持つので 12 個のパラメータを持つ．し

かし，すべての制御点をスカラー倍しても，あるい

は，制御点を順にある変数 s(6= 0) で s0 倍，s1 倍，

s2 倍，s3 倍しても曲線形状は変わらないので，有理

3次 Bézier曲線の持つ自由度は 10である．

美的曲線セグメントを近似する場合に，両端点の

位置（4自由度），両端点での接線ベクトル方向（2自

由度）および両端点での曲率（2自由度）を一致させ

るとすると，残りの自由度は 2 となる．この 2 つの

自由度をなんらかの手段によって有理 3次 Bézier曲

線で近似表現することが可能となる．

制御点 bi から求まるベクトル vi,ui とスカラー

vi を次のように定義する．

vi = bi+1 − bi, ui =
vi

|vi|
, vi = |vi|

(i = 0, 1, 2) (16)

まず，12個のパラメータのうち２つを適当に決める

必要があるので，

w1 = w2 = (2.0 ∗ cos(θD/2.0) + 1.0)/3.0 (17)

とする．ここに θD は，方向角の変化（v0 と v2 の

なす角）である．ここに設定した w1, w2 の値は，円

弧を表現する場合の 2次 Bézier曲線の第２の制御点

のウェイトを次数上げ [3]したものである．両端点で

の位置を一致させることにより，b0, b3 が定まる．

また，両端点での接線方向を一致させることにより，

u0, u2 が定まる．ここで，v0, v2 が分かっていると

すると，v1 も求まる．有理 3 次 Bézier 曲線のパラ

メータ t = 0 および t = 1 における曲率 κ0, κ1 は，

次の式によって求めることができる [1]．

κ0 =
2w0w2

3w2
1

det(v0, v1)
v3
0

(18)

κ1 =
2w1w3

3w2
2

det(v1, v2)
v3
2

(19)

式 (18), (19)を w0, w3について解くことにより，w0,

w3 が求まる．以上より，両端点での位置，接線方向，

曲率が指定された場合，v0, v2 をなんらかの方法で定

めれば，有理 3次 Bézier曲線が一意に定まる．

v0, v2 は，点位置の誤差の二乗和を最小化するよ

うに最適化手法を使って求める．有理 Bézier曲線の

パラメータ ta の点を x(ta) とする（図 3)．ẋ(0) と

ẋ(ta) から ta における方向角の変化 θa が求まる．

様々な ta に関して，方向角 θa の美的曲線上の点と

x(tA)の差分の二乗和を f(v0, v2)とし，f(v0, v2)を

最小化する v0, v2 を求める．

6 実行結果

図 4, 5, 6, 7 に，α = −1, 0, 1, 2 の様々な曲線を，

有理 3次 Bézier曲線で近似した結果を示す．方向角



 0=t

 1=t
 ( )0x&

 ( )0x&

(a)  a rational cubic Bezier curve segment (b)  tangential angle at

 ( )atx&

 ( )atx&

 att =

(c) Corresponding point on the aesthetic curve segment

 ( )aAEP q

 aq

図 3 有理 Bézier曲線上の t = ta の点と美的曲線

上の対応する点

の変化が大きくなるほど近似の度合いも悪くなる．

そこで，これらの図において，方向角の変化はすべ

て，実用的に最も大きいと思われる 90 度としてい

る．LCHは曲率対数分布図を表し，横軸が logρ，縦

軸が log( ds
dρ/ρ )である．rmsおよび errMaxは，それ

ぞれ，曲線長が 1になるように正規化された，曲線位

置の誤差の二乗平均の平方根と最大誤差を表す．制

御点の配置が二等辺三角形である場合には，α の値

に関わらず円弧を表現することとなり，rms および

errMax とも 1e − 16（倍精度浮動小数点型の誤差）

程度となり，円弧を高い精度で表現できることが確

認できた．なお，Bézier曲線では，曲率 ρ = 0の点

を表現できないため，α > 1 の美的曲線で ρ = 0 の

近傍を含む場合には，最適化処理が局所解に落ち込

むなどして安定しない場合がある．

図 4, 5, 6, 7から，制御点により作られる三角形が

二等辺三角形から離れるほど，曲線位置の誤差が大

きくなり，従って，曲率対数分布図の直線性も崩れて

いく様子が分かる．しかし，曲率対数分布図の直線

性は，原田らの結果 [5, 6]と比較して十分なものであ

る．従って，１本の有理３次 Bezier曲線を，曲率対

数分布図の直線性が保たれた１本の美的曲線として

利用可能であることを示せた．

7 まとめ

本研究では，方向角の変化が 90 度以内で，ρ = 0

の近傍を含まない１本の美的曲線を，曲率の単調性

を保証し，１本の有理 3次 Bézier曲線として表現可

能なことを示した．また，3次有理 Bézier曲線の曲

率単調性を，12次の多項式によって確認できること

を示した．

１本の有理 Bézier曲線によって曲率対数分布図の

直線性を（ほぼ）保つことが示せたことより，今後，

従来の CAD システムと互換性のある自由曲線・曲

面形式での美的曲線・曲面表現を考えることができ

ることを示した．今後の課題としては，処理の効率

化・安定化，曲線の接続や曲面化などがあげられる．
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図 4 α = −1の美的曲線の有理 3次 Bézier曲線近似
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図 5 α = 0の美的曲線の有理 3次 Bézier曲線近似
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図 6 α = 1の美的曲線の有理 3次 Bézier曲線近似
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図 7 α = 2の美的曲線の有理 3次 Bézier曲線近似


